Cwiczenie 7

ROZWIAZYWANIE KRATOWNIC PLASKICH

7.1 WSTEP

Celem ¢wiczenia jest zapoznanie si¢ z roznymi metodami rozwiazywania kratownic plaskich:
(1) analityczna metoda rownowazenia we¢zidow, (i1) metoda elementéw skonczonych oraz
(ii1) programem numerycznym (MDSolids).

Kazdy student indywidualnie projektuje przyktadowa kratownice plaska, a nastepnie
rozwiazuje ja metoda rownowazenia weztow. Wyniki analityczne poréwnuje z rozwigzaniem
otrzymanym za pomoca programu numerycznego MDSolids.

7.2 WPROWADZENIE TEORETYCZNE

7.2.1. OGOLNE WIADOMOSCI O KRATOWNICACH

Kratownica nazywamy uklad pre¢tow, ktory zachowuje sig jak cialo sztywne. Kratownice
naleza do klasy konstrukcji lekkich. Sa czesto stosowane w budownictwie (ustroje dachowe,
mostowe). Uzywa si¢ ich réwniez jako elementéw no$nych matych samolotow i
helikopterow.

W przypadku, gdy osie wszystkich pretow leza w jednej plaszczyznie, kratownicg nazywamy
kratownica ,,ptaska”.

Kratownice rozwiazuje si¢ przy nastgpujacych zalozeniach upraszczajacych:

- prety sa potaczone przegubami (weztami),

- sity dziatajace na kratownice sa przylozone w weztach,

- cigzar whasny pretow jest zaniedbywany,

- tarcie w przegubach jest zaniedbywane.

Przy powyzszych zalozeniach oddziatywanie przegubéw na prety 1 pretdw na przeguby, jest
skierowane wzdluz osi pretow. Zatem prety kratownicy sa obciazone sitami Sciskajqcymi lub
rozciqgajqcymi, czyli w przekrojach pretow wystepuja jedynie naprezenia normalne.

Aby wyznaczy¢ metodami statyki sity osiowe w pretach kratownicy — przy danym obciazeniu
zewnetrznym — liczba niewiadomych musi by¢ rowna liczbie rownan rOwnowagi statyczne;.
Kratownica musi wigc by¢ statycznie wyznaczalna zewngtrznie i wewngtrznie.

Statyczna wyznaczalnosé¢ zewnetrzna wymaga, aby liczba niewiadomych reakcji wigzow
zewngtrznych kratownicy (podpdr) nie przekraczata trzech, gdyz dysponujemy trzema
niezaleznymi rownaniami rownowagi sit zewnetrznych (czynnych i reakcji) uktadu ptaskiego.

Oznaczmy: p — liczbg pretéw, w — liczbg weztow. Niewiadomych sil jest tyle, ile pretow oraz
reakcji podpdor. Mamy nastgpujace rownania do wyznaczania tych niewiadomych:

1) trzy rownania rOwnowagi calej konstruke;ji,

i1) w kazdym wezle dwa rownania rownowagi.

Razem mamy 2w réwnan rownowagi, w ktorych zawarte sa trzy roOwnania rownowagi do
wyznaczenia reakcji. Niewiadomych mamy p sit w pretach 1 do ich wyznaczania jest (2w-3)
roOwnan.



Jezeli zachodzi roOwno$¢:
p=2w-3 (7.1)

to mozemy wyznaczy¢ wszystkie niewiadome sily w pretach i kratownica jest statycznie
wyznaczalna. Jest to statyczna wyznaczalnosé¢ wewnetrzna (rys. 7.1a) .

a)B 2 C bg 5, C 9B o C
1| 3 31 3 (O B E
A 4 D A 4 D A 4 D
Rys. 7.1

Jezeli p>2w-3, to liczba niewiadomych jest wigksza od liczby réwnan réwnowagi;

kratownica jest przesztywniona (gdy usuniemy jeden z jej pretow, pozostanie ona dalej
uktadem niezmiennym). Takie kratownice sa uktadami statycznie niewyznaczalnymi
(rys.7.1b).

Jezeli p<2w-3, to liczba niewiadomych jest mniejsza od liczby réwnan réwnowagi

kratownica nie jest; kratownica nie jest wtedy uktadem sztywnym, staje si¢ mechanizmem
(rys. 7.1c)

7.2.2. ROZWIAZYWANIE KRATOWNICY PLASKIEJ ]
ANALITYCZNA METODA ROWNOWAZENIA WEZ1L.OW

Metoda ta dotyczy jedynie kratownic statycznie wyznaczalnych [1,2]. Przebieg postgpowania
jest nastegpujacy:

1) wyznaczenie reakcji podpdr,

2) rozpatrzenie rownowagi weztow.

Ad.1. Mamy trzy réwnania rownowagi dla calej kratownicy, traktowanej jako jedno ciato
sztywne. Zastosujemy rownanie rzutow sit zewngtrznych i reakcji na o$ x, na o$ y oraz
rownanie momentow tych sit wzgledem dowolnego punktu A:

S0 XB=0. XMy=0

Ad.2. Nastepnie rozpatrujemy roéwnowage kazdego wezta osobno. Po myslowym odcigciu
danego wezta od reszty kratownicy otrzymamy uktad sit zbieznych w jednym punkcie i dla
takiego uktadu mozemy utozy¢ dwa rownania rownowagi rzutdéw sit dziatajacych w wezle —
naosixiy:

Zij:O’ szy:O

Rozwiazanie rozpoczynamy od tego punktu, w ktorym schodza si¢ dwa prety, a nastgpnie
przechodzimy do nastgpnych weztow w takiej kolejnosci, aby liczba nieznanych sit w danym
wezle nie przekraczata dwoch.
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Rys.7.2

Kratownica przedstawiona na rys. 7.2 sktada si¢ z siedmiu pretow i pigciu weztow. Jest ona
obciazona sita P. Sprawdzamy warunek wewngtrznej statycznej wyznaczalnosci kratownicy:

p=2w-3, 7=2-5-3=7
Liczba niewiadomych sktadowych reakcji podpor wynosi 3 (podpora stata C — dwie sktadowe

reakcji V- 1 H, podpora przesuwna B — jedna sktadowa Ry ), wigc kratownica jest rowniez
zewngtrznie statycznie wyznaczalna.

Roéwnania rownowagi do wyznaczania reakcji podpor maja postaé:
zPix = RB - HC =0
> B, =Ve=P=0
Y M;p=Hc-a-P-2a=0

Za pomoca tych rownan znajdujemy: H,. = R =2P, V, = P.

Wytnijmy teraz myslowo wezet A. Dzialaja na niego: znana sita P oraz reakcja prgtow
S; 1 S,. Na rysunku obie sity skierowane sa od wezta A, co oznacza, ze przyjeliSmy, ze oba
prety sa rozciagane .
Na rysunku 2.4 zaznaczono sity F oddzialywania wezldw na pret rozciagany i $ciskany.
Sity S, z ktérymi pret dziata na wezty, maja kierunki przeciwne. Wynika stad, ze sita dziatania
preta rozeiaganego jest skierowana zawsze ,,0d wezta ”, natomiast sila, z ktora pret Sciskany
dziata na wezel, jest skierowana do ,wezta”. Mozna zalozyC, ze wszystkie prety sa
rozciagane. Gdy ktory$ z pretow bedzie w rzeczywistosci $ciskany, wowczas sita bedzie
ujemna.

D Py =—5c0s45 =S, =0

= S5 =2P S,=-P ret Sciskan
> P, =58 sin45 ~P=0 : 2 P Y



Dla wezta E:

D P =8-5,=0 -
= §,=-P=S, pretsciskany S5 =0
DPy = S3 =0
Dla wezta D:

D P =S, cos45° — S5 cos45° — S5 =0
D P, = Ssc0s45° + 8, cos45° =0
Podstawiajac S, = 2p otrzymujemy: S, = —P \/5, Sg =2P.
Dla wezta C:
D.Py = S6 He=0

P -8;=0

W analogiczny sposob wyznaczamy wartosci sit we wszystkich pretach kratownicy.

Znajac pole przekroju poprzecznego preta A mozna wyznaczy¢ naprezenia o .

W przypadku pretow rozciaganych naprezenia nie moga przekracza¢ dopuszczalnych
warto$ci naprgzen rozciagajacych k,. , charakterystycznych dla danego materiatu:

o= % <k, (7.2)

W przypadku pretow $ciskanych moze dochodzi¢ do zjawiska wyboczenia.

Site krytycznq, ktora moze spowodowa¢ wyboczenie preta idealnie prostego, mocowanego w
przegubach okres§la wzor Eulera:
2
7 El
P, = 7 (7.3)

gdzie:
I — moment bezwladno$ci przekroju preta wzgledem osi prostopadtej do plaszczyzny
wyboczenia, L — dlugo$¢ preta, E — modut Younga.

Naprezenia krytyczne obliczane sa zgodnie ze wzorem:
B, 7n°El
Oy =5 = —— (7.4)
A LA
Warunkiem bezpieczenstwa jest, aby naprezenia S$ciskajace w precie byly mniejsze od
krytycznych:
o < 0oy, (7.4a)

Odksztalcenie sprezyste preta kratownicy obciazonego sita S zgodnie z prawem Hooke’a
WYynosi:
aL=2L (1.5)
EA

Znajac odksztalcenia sprezyste wszystkich pretow kratownicy mozna okresli¢ jej deformacje
pod wptywem danego obciazenia.



7.2.3. ROZWIAZYWANIE KRATOWNICY PEASKIEJ METODA ELEMENTOW
SKONCZONYCH

Idea metody elementow skonczonych [3] polega na:

- podziale badanego obiektu na mniejsze czgsci (tzw. elementy skonczone),

- dokonaniu opisu przebiegu nieznanej wielkosci przez kazdy z elementow skonczonych,
zaktadajac znang postac rozktadu badanej wielkosci w pojedynczym elemencie,

- zbudowaniu macierzowego modelu opisujacego przebieg nieznanej wielkosci w calym
obiekcie.

Kratownica jest konstrukcja dzielaca si¢ w sposdb naturalny na elementy, ktorymi sa prety,

potaczone w wegzlach. Model MES kratownicy sktada si¢ z tylu elementéw skonczonych, z ilu

pretow jest ona zbudowana. Kratownica plaska jest konstrukcja 2 — wymiarowa: obciazenie

zewngtrzne 1 poszukiwane przemieszczenie maja po dwie sktadowe (wzdhuz osi x 1 y).

Model MES kratownicy opisuje rownanie:

[KIU-F=0 (7.6)
gdzie:

[K] — macierz sztywnosci catego ukladu jest to suma macierzy sztywnosci poszczegdlnych
elementéw (pretow); zalezy od materiatdw poszczegolnych elementéw (moduty
Younga E, ), ich ksztattu (dlugosci L,, 1 przekroju A4,,) oraz potozenia elementéw
na plaszczyznie,

U — wektor wszystkich niewiadomych przemieszczen weztowych;

F — wektor wszystkich sit zewngtrznych.

Powyzsza zalezno$¢ otrzymano wykorzystujac zasade minimum calkowitej energii
potencjalnej uktadu.

W réwnaniu macierzowym (7.7) musza by¢ uwzglednione warunki brzegowe, czyli istnienie
podpor (ograniczen). W przeciwnym przypadku uktad staje si¢ osobliwy.

Podpory powoduja, ze pewne punkty uktadu nie mogga si¢ przemieszczac: u; = 0.

Rozwiazanie kratownicy za pomoca MES polega na zbudowaniu réwnania (7.6), a nastgpnie

rozwigzaniu go. Rozwiazujac uktad (7.6) otrzymujemy warto$ci przemieszczen weztowych.

Pozwala to na obliczenie innych interesujacych nas wielkosci dla m-tego elementu

skonczonego:

— odksztatcen AL, poszczeg6lnych pretow (jako roznicy rzutdow przemieszczen koncow
preta na jego kierunek),

—sil osiowych §,, w pretach (na podstawie prawa Hooke’a):

S, = ALL'" E A4, (7.7)

m

S C .
—naprezen o, = A—’" odpowiadajacych sitom S,,, .

m



7.3. PRZEBIEG CWICZENIA
1. Zaprojektowac kratownicg ptaska:

- sprawdzi¢ warunek p >2w -3,

- okresli¢ pola przekrojow pretéw oraz warto$ci modutu Younga E materiatow
pretow,

- okresli¢ warunki brzegowe zadajac podpory kratownicy (liczba r niewiadomych
sktadowych reakcji podpor nie moze by¢ mniejsza od trzech: » > 3).
Zaprojektowana kratownice narysowac¢ w sprawozdaniu.

2. Przeprowadzi¢ obliczenia numeryczne za pomoca programu MDSolids (patrz
zalaczony opis programu na koncu instrukcji); wydruk nalezy dotaczy¢ do
sprawozdania.

3. Przeprowadzi¢ analiz¢ wynikow obliczen.

7.4 UWAGI

Sprawozdanie (wykonywane indywidualnie przez kazdego studenta) powinno zawierac:

a) rysunek rozwiazywanej kratownicy z uwzglednieniem sil obciazajacych, podpor,
dhugosci pretdw, numerow weztow 1 pretow, zadanych wartosci modutu Younga E, pol
przekrojow 4;

b) szkic sil w pretach;

c) warto$ci naprezen w pretach; sprawdzi¢é czy nie przekroczone sa naprgzenia
dopuszczalne: pret rozciagany o <k, , pret Sciskany o < o, (zakladamy, Ze pret ma

4
przekroj kwadratowy J = 611_2);

d) sprawdzenie statycznej wyznaczalno$ci kratownicy; jesli warunek jest spelniony
analitycznie obliczy¢: reakcje podpor, sity we wskazanym wezle,

e) wnioski — analiza wynikow.
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OPIS PROGRAMU MDSolids

MDSolids jest edukacyjnym programem dla studentéw wydziatow mechanicznych.

Tematyka programu dotyczy roznych zagadnieh mechaniki technicznej 1 teorii
wytrzymatosci. Program sktada si¢ z dwu gtownych czgsci. Pierwsza zawiera 12 modutow, z
ktérych kazdy jest po§wigcony odrgbnemu zagadnieniu, druga za$ zawiera animacje oraz gry
edukacyjne ilustrujace i wyjasniajace rozne pojecia mechaniczne uzywane w programie.

W kazdym module uzytkownik moze okresla¢ w tatwy sposdb parametry wystgpujace w
danym zagadnieniu, a w szczeg6lnosci geometri¢ uktadu, rodzaj wigzéw oraz obcigzenia
zewngtrzne. Szczegdltowy opis uzywania poszczegdlnych modutow programu zawiera tzw.
pomoc programu (MDSolids Help Documents). Wszystkie polecenia, opcje oraz objasnienia
zawarte w programie sa sformutowane w j¢zyku angielskim.

Program zostatl napisany przez profesora T.A. Philpota z University of Missouri (USA).

W ramach ¢wiczenia nr.7 studenci korzystaja z modulu dotyczacego rozwiazywania
kratownic ptaskich — modut Trusses.

Start programu

W celu uproszczenia wprowadzenia danych wejsciowych do analizy kratownicy nalezy
zdefiniowaé tzw. ,,siatke”.

Wprowadzenie danych rozpoczynamy poprzez przycisnigcie przycisku : New Truss ( nowa
kratownica).

4 Truss Analysis Module

Back File Chesses Help

Hew Truzs

End

Zdefiniujmy rozstaw (spacing) oraz liczbe¢ (number of spaces) odstepdéw pomigdzy punktami
siatki w kierunku x i kierunku y.

Define Grid |

A-direction Y-direction

Lpacing Im Spacing |1[|_|]

Number of I 3 | Mumber of I 3 =l

Cpaces = | Spaces =
oK | LCancel |




Zdefiniowanie elementow kratownicy

Elementy kratownicy, podpory i obciazenia definiujemy przy pomocy |+ Create
myszy. Opcje rysowania sa pokazane z lewej strony ekranu. ~ Eraze
Aby utworzy¢ element kratownicy nalezy przycisnaé lewy przycisk myszy
w wybranym miejscu siatki (poczatkowym), nastgpnie przeciagna¢ |+ Members
wskaznik myszy do nastgpnego wybranego punktu siatki (koncowego) i |~ Supports

zwolni¢ przycisk myszy. i~ Loads
W ten sposob zostanie zdefiniowany element kratownicy pomigdzy
wybranymi punktami (poczatkowym i koncowym). Unda |

Definiowanie podpor

MDSolids stuzy do rozwiazywania kratownic statycznie wyznaczalnych. Statycznie
wyznaczalna kratownica wymaga trzech podpor dla osiagnigcia stanu rOwnowagi.
Wymagane sa dwie podpory w jednym kierunku (np. w kierunku — y), a jedna podpora
wymagana jest w kierunku prostopadtym do niego (np. w kierunku — x).

MDSolids rozwiazuje réwniez pewne przypadki statycznie niewyznaczalnych kratownic.
(Przede wszystkim w tych przypadkach wystgpuja dwa elementy z 4 podporami.)

Aby utworzy¢ podpore wybierz opcje Supports 1 narysuj podpor¢ w wybranym wezle i
wybranym kierunku.

Podpora ruchoma Podpora nieruchoma
Definiowanie obciazen

Aby wprowadzi¢ obcigzenia nalezy wybra¢ opcje Loads 1 narysowaé obciazenie w
wybranym kierunku zaczynajac od wybranego wezta.

Wielkos¢ sity okresli¢ przy pomocy menu: Define Truss Load .

Nie wymagane jest okreslenie jednostek wprowadzanych sit. MDSolids zaktada, ze wartosci
wszystkich obciazen sa wyrazone w tych samych jednostkach.

Define Truss Load
Load Magnitude |1

I [downward direction]

Enter Load | Cancel |




Analiza kratownicy

Po:

- zdefiniowaniu elementéw kratownicy ,

- co najmniej trzech podpor,

- co najmniej jednego obciazenia

bedzie widoczny (pojawi si¢) przycisk Compute. Nalezy go przycisna¢ w celu wykonania
analizy.

Wyniki bgda narysowane na elementach kratownicy. Sily reakcji zostana zaznaczone przy
pomocy wektora, a warto$ci tych sit beda zamieszczone obok tych wektorow.

Elementy, ktore ulegna S$ciskaniu beda zaznaczone kolorem czerwonym, a elementy
rozciagane kolorem amarantowym (mocno rézowym).

Elementy, ktore nie ulegly deformacji narysowane bgda kolorem zielonym.

Kazdemu weztowi zostanie przypisana litera.

Sity Sciskajace lub rozciagajace (dotyczace poszczegolnych elementow) sa zaznaczone na
odpowiednich elementach jako:

T — sity rozciagajace (tension), C — sity Sciskajace (compression) a ich warto$ci podane beda
w osobnej tabelce.

To samo dotyczy sit reakcji.

1.0
B D
1.0 (T)
071 [T] 0.71 [C] 1.41 [C]
A C
0.5 [C]
Ay D5 Cy 1.5
Member Forces EI
AB = 0.707 Tension I : -
BD = 1.000 Tension IReactions =l
CD =1._414 Compression Ay = 0500 Downward
BC = 0.707 Compression Cx = 0.000 Right to Lekt
AC = 0.500 Compression Cy =1.500 Upward




Obliczanie napre¢zen normalnych

Po zakonczeniu powyzszej analizy kratownicy jest dostgpna w menu opcja Stresses. Po
kliknigciu na nia jest wyswietlana tabelka, ktéra przedstawia wyniki analizy kratownicy. W
tej tabeli uzytkownik moze okresli¢: pole przesunig¢ poszczegdlnych elementéw (i jednostki

tego pola) oraz jednostki sit 1 naprezen.
Alternatywnie mozna zdefiniowa¢ naprgzenia,
odpowiadajacy temu naprezeniu.

a wtedy program obliczy przekrdj

A Truss Analpsis Module

Back File Stesses Help
Edit IHemher Forces
End |

B4 Hormal S5tiegses in Truss Members Ed

Eack Edi
fermber Force Areg Strecs
(kip=) (in%) (psi)
AR 0yor
=) 1.000
cD -1.414
A -0.500
BC -0.707
—Force Units | Area Units — Stress Unils
LCompute " |bs o in? Oy psi
| * kips ' mm# " ksi
End i N " kPa
" kN i MPa




